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1. Enligt den geometriska betydelsen av derivatan maste den sokta tangenten ha formen y = kx+m med
k = f'(xo) dér 2o dr den punkt i vilken vi beréiknar tangenten dvs. i vart fall kurvans inflektionspunkt.
For att hitta den maste vi derivera f tva ganger. Vi far f/(z) = e % —xze * = e (1 — ) och vidare
f"(x) = e *(x — 2). Det betyder att f” byter tecken fran — till + i xyp = 2 som é&r alltsd var (enda)

inflektionspunkt. Den sokta tangenten har som sagt formen y = kx + m dir k = f'(z9) = —e 2.
Konstanten m far vi om vi stoppar in tangentpunkten (o, f(z0)) = (2,2¢72) i linjens ekvation. Vi
far da 2e=2 = —2e~2 4 m vilket ger m = 4e~2. Den sokta tangenten ir alltsa

y=—ez+4e2=e24-2x).

Bade kurvan y = f(z) och den hittade tangenten kan askaddas pa Figur 1.
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Figure 1: Kurvan y = ze~" och dess tangent i inflektionspunkten x = 2



2. a) Se Sats 4.3 sid. 184.
b) Vi borjar med i). Vi anviinder kedjeregeln:

f(x) = cos(1 + €2%) - €2 . 2 = 2¢2% cos(1 + €27).

Dags for ii). Ni som kan tabell for standardprimitiver (se Sats 5.2 sid. 239, formeln (k)) inser att

, B 1
F@ =7

och vi ér firdiga. Ni som inte inser detta maste rikna ut derivatan med hjilp av kedjeregeln:

1 1
fl(z) = <1+-2x>=
( ) (ZL“" 5172+1) 2\/1172+1
_ 1 <1 n 233 ) gemensam namnare
(m + Va2 + 1) =+ 1
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3. a) Enligt definitionen av kontinuitet (Def. 3.5 sid. 136): funktionen
3z +a%cost forx#£0
)= : o7

0 for x =0
dr kontinuerlig i 0 om lim,_.¢ f(z) = f(0). Vi har f(0) =0 och
1
lim f(z) = lim <3x + 2° cos ) =0
x—0 z—0 x
dér den andra termen gar mot noll tack vare Stas 3.1 ty cos(1/x) &r begrénsad néra 0 (den &r
begrénsad forstas overallt). Saledes, lim,_,o f(z) = f(0) och funktionen &r kontinuerligi 0.
b) For att utrdkna f/(0) méaste vi anviinda derivatans definition, ty om vi deriverar utanfor 0 far vi
1 1 1 1 1
f(x) = 3+ 2z cos — + a2 <— sin ) <—2> =3+ 2z cos — +sin — (1)
x x x x x
och vi kan inte stoppa z = 0 i ovanstaende formeln. Saledes

, . f(04+h)—fO) . 3h+h2cos%—0_
S0 = fim h = pm h -

= lim <3+hcosl) =3
—0 h

ater igen tack vare Stas 3.1. Vi ser ocksa fran formeln (1) ovan att lim,_.o f’(z) saknas och séledes &r

/" icke-kontinuerlig i 0 och kan dérfor ej vara deriverbar dér enligt Sats 4.1 sid. 176. Saledes, f”(0)

existerar ej. Inser man inte detta s& maste man ridkna f”(0) m.h.a. definitionen (vi anviinder alltsa

formeln (1) ovan (med h istéllet av ) och det att f'(0) = 3:

lim 0+ R) = f(0) 3+ 2hcost +sink—3

,, p— pr— 1.
170) h—0 h hli% h
= i (2e0e 1 Lt
= li)% COS h h Sin h

och detta grinsvirde finns ej.



4. En mojlig metod hir #r att anvinda sig av poldr form av komplexa tal. Vi har naturligtvis att
1+:1= \/ieiﬂ/4 medan 1 — ¢ = \@e_i”/‘l. Saledes:

(14 4)0 (\/ﬁemm)lo | 2Bellin/4

(1—1)8 (\@e_iﬂ/4)8 - 24e8im/4

Qei(47r+ﬂ/2) — 264i7rei7r/2 — 21

9el8im/4 _

En annan majlighet #ir att utnyttja det att (1+i)? = 1+2i+1i2 = 2i medan (1—i)? = 1—2i+i? = —2i.
Saledes
(1+4)0  (26)° 2%

_ e
(1—i)F  (—20)% 24—~

5. a) Se Stas. 4.8 sid. 189.
b)Enligt satsen i a) har vi

6. Beteckna

fle) = 14z

For att kvalitativt rita kurvan y = f(x) skall vi tillimpa var algoritm. Vissa steg i algoritmen kan
vara enklare om man gor polynomdivision och inser att

1
r+1

f@) =z -1+

(bigge asymptoter dr direkt synliga da, derivering &ér enklare) men vi kan lika géirna fortsétta med
den angivna formen av f.

Steg 1: definitionsméngden. Vi ser att Dy = R\ {—1} dvs att alla = utom = = —1 ingar i Dy.
Sa, Dy har ett hal som skall senare inga i teckentabellen.

Steg 2. nollstillen. Vi ser litt att z = 0 4r ett enda nollstille for f. Notera att detta &r en
dubbelrot s& att f:s graf ror vid xz-axeln i origo utan att krossa den.

Steg 3. Asymptoter. Vi borjar med vertikala och det enda stille dir en vertikal asymptot kan
sitta éir x = —1 (hal i D). Vi ser att

2
lim —— = 400
z——1y 1+
(notera teckenuppsiittning) si att linjen z = —1 &r en vertikal asymptot for kurvan. Vi kollar &ven

létt att

22 . T

=to0

lim = lim 5
z—+oo 1 + 2 ac—>:|:ooE—|-1



s& att horisontella asymptoter saknas. Det ér dirfor mojligt att sneda asymptoter finns. Vi borjar
med +oco:

1
Pom dim T g T g o
T—00 I z—oo 1 + x—>ooE_|_1
2 2 2
. . x . r" —Tr—T
mo= i 0 ke = i (15 ) = S =
= —~ = lim =—

sd att y = x—1 dr en asymptot for f vid +o0o. Identisk utréikning visar att samma linje &r funktionens
asymptot vid —oo.
Steg 4. Stationira punkter. Vi loser ekvationen f’(x) = 0 s& vi behover forst utrikna f’. Detta
gors med kvotregeln:
() = 22(1 +z) — 221 _ z(r +2)

(x+1)2 (x+1)2

s att f'(x) =01 bade x = —2 och = 0. Dessa #r allts& vara stationéra punkter.

Steg 5. Singuldra punkter. Det finns inga - f &r ju en rationell funktion.

Steg 6. Andraderivatan och dess nollstéllen. En utrikning visar att

2

f'(x) = +2)p

vilket visar att f” har inga nollstéllen och att den byter tecken frén — till + i —1 (den &r dock
inte definierad i —1 ty funktionen &r inte definierad dir; inga inflektionspunkter forekommer alltsé).
Funktionen &r saledes konkav fér < —1 och konvex for x > —1.

Steg 7. Teckentabell fér f' och f”. Vi ser till att alla viktiga punkter (dvs —2 = en stationér
punkt, —1 =hal i Ds,0 = en stationér punkt) &r med. Notera dven att faktorn (1 +z)? i f/ &r alltid
> 0 pa Dy sa den behovs inte i teckentabellen. Vi far

|z []-oo,—2[] -2 []-2,-1[] -1 []-L,0[] 0  []0,00[]
S = 1 <0 | - Jedef| 4+ | >0 [ + |
x — -2 — -1 — 0 +
T 42 - 0 + 1 + 2 +
I + 0 - ej def - 0 +
f / —4 N\ ej def |\ 0 /
lok. max. lok. min.

Steg 8. Vi ritar. Vi samlar all information fran steg 1 till steg 7 och ritar grafen som pa Figur 2,
dér vi kan dven se de biagge asymptoterna.

7. a) Denna integral 1ser vi direkt med tabell av standradprimitiver (se Sats 5.2 sid. 239).

1 1
/( )da:zln‘:z:—i-\/l—l-mz’—i—arcsinx—i—C.

_l’_
V1i+a2 V1 — a2
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Figure 2: Kurvan y = 1‘1—2:6 med dess biigge asymptoter

b) Integralen hittar vi med hjélp av partiell integration och vi bérjar att med att forlinga funktionen
med 1:

"'=1,g = arct x
/arctanwdw = /1-arctanxdx 2 ! g , are 1an:n :xarctanx—/ 5 dx =
f:xhg = 1+£L‘2 1+£U

1 2 1
= xarctanx—2/1+xm2 da:::carctanx—§ln(l+x2)+0

dér i utriikningen av | 1?:; > dz anviinde vi det att téljaren = néimnarens derivata (se formeln (c) i
Sats 5.3 sid. 239).




